CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA - 10 martie 2012

Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE CLASA A IX-A

1. Determinati numerele reale xe [—1,0] si ye [1, 2] pentru care 4x* + y* +16< 4xy—16x+8y.

Solutie.
Relatia din enunt revine la (2x—y+ 4)2 <0,deunderezultdi cd y=2x+4. oo 4p
Insa ye[1,2] si 2x+4€[2,4], prinurmare y =2, X = —1. ccoovrermrrrermereinereieeeeeseeseeseseseeesenenns 3p

2. Un automobil pleacd din Bucuresti citre Iasi la ora 0% si merge cu o viteza constanta de 60
km/h. Un alt automobil pleaca din lasi catre Bucuresti la ora 1%, cu viteza constanta de 70 km/h.
Se stie ca distanta lasi - Bucuresti este de 420 km. Notadm cu f{x) si g(x) distantele la care se afla
fatd de Bucuresti primul, respectiv al doilea automobil la ora x.

a) Determinati legile de corespondenta ale functiilor f,g: [0,7] —-R.

b) Trasati graficele celor doua functii.
c) Aflati ora la care se vor intalni cele doud automobile (cu aproximatie de un minut).

Solutie.

60 1420, x€[0,1) 3
a) fix) =60 - x, g(x)—{_70x+490’xe[1’7]................................................................ p
b) Trasarea grafiCelor ..........oiiiii ittt eeee e e e a2 2P

. . . 10 . . <
c) Ecuatia f(x)= g(x) are unica solutie x = 35; cu aproximatie de un minut, ora ceruta este 3:46.

...2p

3. Pe latura BC a triunghiului ABC se considerd punctul D astfel incat % :%. Pe segmentul AD
se iau punctele A, A,,...,A,_, astfel incét, pentru fiecare ie {1, 2,...,n—1} , punctul A; imparte

cod Do
segmentul AD 1n raportul % =—. Aratati ca existd un punct A, pentru care dreapta BA,; trece
n

prin mijlocul segmentului AC daca si numai daca numarul natural nenul n este divizibil cu 4.
Gazeta Matematica (Supliment)

Solutie.

Notdm cu M mijlocul segmentului AC si fie {S}=BM NAD. Folosind teorema lui Menelaus,

obtinem ca j—S = e 3p

1
o o . . . AA 3 . .. . UV
Exista un punct A, care coincide cu S daca si numai daca D = k deci daca si numai daca exista i

pentru care L :% © ettt ettt htee bt e e b ee e ettt e he e e e bt e e eh bt e e b et et e e e bt e e eh bt e e bte e a b e e e bt e e sabe e e ahbe e et et eanteesabeeenabes 2p
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Profil real, specializarea stiintele naturii

Intrucat numerele 3 si 4 sunt relativ prime, conditia anterioara este echivalentd cu faptul ca n este
QIVIZIDIL CU 4. oottt et ettt ettt e bt e s bt st e e bt e st e saeeenee 2p

4. Considerim triunghiul ABC isoscel cu AB = AC =25, iar BC=n, ne N".

a) Cate triunghiuri de acest tip exista?

b) Dati patru exemple de valori ale lui n pentru care aria triunghiului se exprima printr-un numar

rational si patru exemple de valori ale lui n pentru care aria se exprima printr-un numar irational.
Gabriel Popa

Solutie.
a) Triunghiul ABC exista dacd si numai dacd |AB—AC|< BC < AB+BC, adicd 0< BC <50. Cum
BC=ne N, rezultica ne{l,2,3,...,49}; existd 49 de triunghiuri ca in enunt. .......coccoecererernce 3p

b) Lipind pe o catetd doud triunghiuri dreptunghice congruente cu laturile exprimate prin numere
naturale, obtinem un triunghi isoscel cu aria exprimata printr-un numar natural. Astfel, prima
cerintd revine la gasirea unor triplete pitagorice cu cel mai mare termen 25; observdm ca

15* +20° =7° +24% = 25", deci pentru a obtine triunghiuri cu ariile exprimate prin numere rationale
putem considera 7€ {14, 30, 40, 48} . ....cuiiiiiiiiireee e 2p

Se verifica imediat ca, pentru ne {l, 2,3,4} , ariile se exprima prin numere irationale. .................. 2p
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
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Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE CLASA A X-A

1. a) Unui angajat i se reduce salariul cu 25%. Cu cat la sutd trebuie sd i se mareasca salariul
pentru ca acesta sa ajungd la valoarea initiala?
b) Doi angajati au acelasi salariu. Pe parcursul a trei ani, primului angajat i se reduce salariul cu
25%, dupa care i se mareste cu 25%. Al doilea angajat sufera intdi o diminuare a salariului cu
25%, dupa care obtine o majorare de 10% si apoi o altd majorare cu 15%. Care dintre cei doi
angajati va avea salariul mai mare la final?
Gazeta Matematica (Supliment)

Solutie.

a) Fie x valoarea initiald a salariului. Dupd reducere, salariul devinex—%x:%. Pentru ca

salariul marit cu p% sd ajungd la valoarea initiald, impunem conditia %+ﬁ % =x, de unde
p—120—33 (B) - ettt ettt b e b e st et b e st st e et nbee et e 3p
b) Salariul final al primului angajat este x—g +£ (x - )zls—x. Salariul celui de-al
100 100 100 16
: . . 25 3x C 3x 10 3x 33x
doilea angajat devine x———-x=— dupa diminuare, —+——-—=—— dupa prima marire si
100 4 4 100 4 40
33_x+ 15 33x 759x Tafinal. ..o ettt e s eee a2 3D
40 100 40 800
Cum 15x = 70x  79x , al doilea angajat va avea salariul final mai mare. .......c..c.ccooeeenieenn. Ip

<
16 800 800

< . e« X+
2. a) Dacid x,y sunt numere reale, aritati cd xy < (Tyj .

b) Fie a >1,b > 0. Demonstrati ci are loc inegalitatea log,(a” —1)-log, (a” +1)<b’.

Solutie.
a) Dupi calcule, inegalitatea dati revine la (x—y)* >0, ceea ce este adevirat. .............ccc.ccc..c... 3P
b) Aplicind a), obtinem ca

log (a"=1)-log (a”+1)<
g, ( )-log,( ) 5 5

% 17\ 26 \?
_|logula” =D | [log.a (21’) B e 4D
2 2 2

3. Consideram functia f :]R—)[O,+c><>) astfel incat f (0):% si, pentru orice x,y€ R, are loc

egalitatea f(x+y)=f(x)- f(=y)+f(=x)-f(y).
a) Demonstrati ca f(x)= f(-x), Vxe R.
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Profil real, specializarea stiintele naturii
b) Determinati functia f.

Solutie.

a) Pentru y = 0 in egalitatea din ipotezd, se obtine cd f(x)=f (x)%+ f (—x)%, de unde

FUR) = (), VXE R . e e 3p
b) Folosind a), egalitatea din ipotezd devine f(x+y)=f(x)-f(y)+f(x)-f(y)=2-f(x)- f(y),
X, Y E R e ettt ettt bt sht e sttt ettt et b e bt st e et 2p

Pentru y = —x, rezulti cd £(0)=2- f(x)- f(=x)=2- f*(x), deci f*(x)= %,Vxe R . Cum fia doar

. . < 1 . < . e s .
valori nenegative, deducem ca f(x) :E,Vxe R, si aceastd functie verifica ipotezele problemei.

e ettt et et teeehee ettt e bt e bt et et e e bt e bt eh bt ea bt ea bt e bt e e a st ekt e bt e ehae e abeea bt e bt e et e et e e bt e nhen e et e e s .2p

4. Intr-o galaxie complexd, toate planetele se afli pe un acelasi cerc avand drept centru Soarele si
raza egala cu o unitate galactica. Consideram trei planete A, B si C, ale caror pozitii in galaxie
sunt exprimate cu ajutorul numerelor complexe z,,z,,z. astfel incat z, +z, +z.=0.

a) Aratati cd pentru orice numere z,we C au loc egalititile | z ’'=z-z si

lz—wP=lzP +Iwl* —(z-w+2z-w), unde z este conjugatul numirului complex z.

b) Aratati cd |z—z, P +1z— 2y P +lz— Zc ’=3-(Iz > +1), pentru orice corp ceresc (nu neaparat
planetd) reprezentat 1n galaxie cu ajutorului numarului complex z.

c¢) Daca triunghiul ABC (al planetelor) este echilateral, iar M este un corp ceresc situat pe cercul

inscris Tn acest triunghi, aritati cd suma MA® + MB> + MC? este constanti.
loana Catalina Anton

Solutie.

a)Dacd z=a+bi,,cu a,be R, atunci z-z=(a+bi)-(a—=bi)=a*+b* = 7. oooeooeeeerre... Ip
Apoi, | z—=wl=(z=w)-(z—=w)=(z—w)- (Z —v_v) , de unde rezulta imediat concluzia. ................... 2p
b) Aplicim a), obtinem c¢d lz—z,P+lz—z,P+lz—2.F=31zP+lz, P +lz,F +1z.F -
-z m ~2-(z 4t 25 +20), relatie ce conduce la identitatea dorita. ............coceeveeeiennnne. 2p

c) Fie M(z) din galaxia complexi. Conform b), avem ci MA’>+MB*+MC*=
Slz—z, P +lz—z, +] Z—2¢ P=3(1zI* +1). Insd M se afld pe cercul inscris in triunghiul ABC

. . 1 . . <
echilateral, deci | z |= > adicd suma respectiva este CONSANTA. ....cceeveerrerrieeneeneenienieeriee e 2p
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA - 10 martie 2012

Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE CLASA A XI-A

= -
o -

1. Fie matricele A, = 5, unde neN",

a) Calculati det Ajg2.
b) Aratati ca exista ne N astfel incat detA; + detd; + ... + detA, > 2012.

Solutie.
1
8) QLA D12 = T ettt et ettt et b e bt bt eab e et e bt ettt e bt e nbaesates 3
Jdethan = 0 P
b) detA| + detA; + ... + detA, =1+ %+...+l ................................................................................ 2p
n

g 1 1 1 m

Avem cd I+ —+—4.. 4 ——2T4+—; VIN 21 (oot 1p
2 3 2" 2

De aici, 1+%+%+...+24}m _1+%—2013>2012 ................................................................... Ip

2. Primul patrat magic publicat in Europa a apdrut intr-o picturd din anul
1514 a pictorului german Albrecht Diirer; el ardta ca in figura alaturata.
Patratul magic este completat cu numerele 1, 2, 3, ..., 15, 16 astfel incat
suma numerelor de pe fiecare linie, de pe fiecare coloana, de pe fiecare
diagonald, precum si suma numerelor din colturi sa fie aceeasi.

a) Aflati valoarea lui a.

b) Aratati cd suma celor patru numere din centrul pétratului este aceeasi cu
suma numerelor de pe fiecare linie.

¢) Calculati suma numerelor din casutele hasurate.

Solutie.

a) Suma tuturor numerelor din patrat este 1 + 2 + ... + 16 = (16 - 17): 2 = 136. Atunci suma
numerelor de pe o linie, coloana, diagonala, colturi este 136 : 4 =34, ......coiiiiiiiiiieieeeee 2p
16+a+b+c=34=a+b+c=18, b+c+29=34=Db+C=5,a=13 oo Ip
b) Suma numerelor de pe linia 1, coloana 4, linia 4, coloana 1 este 4-34-(16+a+b+c)=3-34=102 ... 1p
Suma numerelor elementelor din centrul patratului va fi: 136 —102=34 .......ccccccerviiiinnninrenenn. Ip
C) S =34 434 4 34 =2 =89 .ottt ettt et st e enbe e be e neennteenseenns 2p

3. Date doua functii f,g:R — R, vom spune ci functia f este limitatd in raport cu functia g daca

existd un numdr real nenul a astfel inct limita lim (f (x)—a- g (x)) existd si este finita.
X—>00

a) Daca feste limitatd in raport cu g, aratati cd si g este limitatd in raport cu f.
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Profil real, specializarea stiintele naturii

b) Daca f este limitatd in raport cu g si g este limitatd in raport cu A, ardtati ca f este limitatd in
raport cu h.
Gazeta Matematica (Supliment)

Solutie:
a) Dacd lim(f (x)-a-g(x))=1/e R, atunci lim(g(x)—l-f(x)j:—ie R . e 3p
X—>o0 X—>o0 a a
b) Daca hm(f (x))=LeR si hm( (x)—b-h(x))=1,€ R, unde a si b sunt nenule,
atunci hm( (x)—ab- h( )=l +al,€ R, cuab nenul. .........oromncreenneeeerneceieseeeeeeneennens 4p
. . l—cosx-cos2x-...-.cosnx .
4. Fie a, =lim : ,ne N
x—0 X
a) Calculati q,.
b) Demonstrati cd a, :%nz +a, ,VneN".
¢) Calculati a,, .
Solutie.
.2 X
l—cosx . 2S5 p
a) a, =lim——-—=Iim S T s DD
x—0 X x>0 (Xj 4 2
2
1—cosnx+cosnx—cosx-cos2x-....cosnx .. l—cosnx
b) Observam ca a, =lim > =lim————
x—0 X x—=0 X
. 1—cosx-...cos(n—1)x 1,
+lim > ccosnx=—n"+a, ,,Vne N . ... 2P
x—0 X 2
c) am:%( P +2°+..+2012°) = 2012 2?213 4025 _ 1358489805, e 2P
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Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE CLASA A XII-A

1
1. a) Calculati [(1+u)" du , unde neN'.

0

b) Aflati suma C +%C,11 +%Cf +...+LC,’Z ,neN’.

n+l1
Solutie.
1
1 R EETS  B
a) |(I+u) du= e e e s et b s 3
);[( ) n+l1 ‘ n+l1 P
0
1 1
b) [(1+1)" du=[(C) +ChusCo0” 4.4 ChU JU oo 2p
0 0
2 3 n+l ! 1 2 n
= C‘;u+C;u—+C§u—+...+C§ a4 = C2+&+Cn o e Ip
2 3 n+1 . 2 3 n+1
1 n+l n+l
Din punctul a) J(1+u)n du:2 1,0b‘ginemin final C‘;+1C£+1Ci+...+ ! C§:2 ! .1p
0 n+l 2 3 n+l n+l

2. Se considera functia f:R >R, flx) =1 +x + x> + ... + x*'°, VxeR. Dacd F(x) = Jf(t)dt,
0

aratati ca F(1) > 3.
Gazeta Matematica (Supliment)

Solutie.
1
F(x) = I(1+t+t2+...+t2"“))dt: .................................................................................................... 1p
0
t2 t3 tZ()ll X XZ X3 XZOII
=t —+—+.t X A o e o e, 2p
2 3 2011 . 2 3 2011
1 1 1
Rl e e S T TSRO URTRTN 2
M 2 3 2011 P

1 1 1 I (1 1 1 1 1 1 1 1 1
F)=1l+—+—-+.+—— >l+—+| -+ |+| =+ =+ =+— [+ =+ —F+..+— |>
2 3 2011 2 3 4 56 7 8 9 10 16

1P 1. 1 1 1 1 11

SI+—42 =44 =48 — =14+ —F =3 s 2p
2 4 8 1 2 2 2 2
I-x 0 «x |
3. Demonstrati cd multimea G = 0 0 0 |lIxe R\{E} este grup 1n raport cu ITnmultirea
x 0 1-x

matricelor. Cum explicati cd, desi sunt inversabile fatd de inmultirea din grupul ¢, matricele
din ¢ au toate determinatul nul ?
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
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Profil real, specializarea stiintele naturii

Solutie:
Verificdm conditiile de grup
- lege de compozitie (@ parte stabild in M (R) 10 raPOIt CU +) oveeeeencerieciiieieiere e, Ip
R 10 Toa P11 A |21 (< RO USSR 1p
1 00
-element neutrt E = 0 0 O | oottt s e 2p
0 0 1
- orice element din @ este SIMEtrizabil ...........ccccooiiiiiiiiiiiiii Ip
1 00 1 00
Deoarece elementul neutru in ¢ este matricea E={ 0 0 0|, care nu coincidecu I=[{0 1 0],
0 0 1 0 01
inversibilitatea In (@, -) nu are nici o legatura cu inversabilitatea in monoidul ( M, (]R) S FRUOT 2p

4. Se considerd inelul (Zs,+, -).

a) Calculati Y. ksi [ k=12-3-....24.

keZ,s keZ,s
b) Daca alegem un element din inelul (Z,s,+, -), ce este mai probabil: ca acesta sa fie inversabil

sau sa fie divizor a lui zero ?
c) Doi copii, Traian si Emil, joaca urmdtorul joc: fiecare extrage, pe rand, din multimea

A A A

Z s :{0,1, 2,...,/2\3, 521}, un numar de elemente cuprins ntre 1 §i 4. Castigd cel care poate

extrage ultimul. Stiind ca primul extrage Traian, indicati o strategie de castig pentru Emil.

Solutie

a) 212:6+i+§+§+...+2Az+2A3+§Z:(A) ................................................................................... 2p
keZ,s

TTKS12:3 102820 oot sises e 2p

keZ,s

b) Probabilitatea de a alege un element inversabil este p, = % =80%, probabilitatea de a alege un

divizor al lui zero p, = % =16% . DECI Py > Py wevveeiiiiiiciiiccie e 2p
c)

Daca Traian alege pentru extragere 1 element, atunci Emil va extrage 4 elemente.

Daca Traian alege pentru extragere 2 elemente, atunci Emil va extrage 3 elemente.

Daca Traian alege pentru extragere 3 elemente, atunci Emil va extrage 2 elemente.

Daca Traian alege pentru extragere 4 elemente, atunci Emil va extrage 1 element.

In acest fel Emil va reusi sa extraga ultimul si in consecinta va CAStZA. .........covvevveveevererrerreennnn. Ip
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